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RECREATIONS MATHEMATIQUES

Reclierches sur un lour de caries;

Par M. GERGONNE,

(o o Vi, UL, Vo o U Vi 41

ON trouve , dans les Récréations physiques et mathématiques de
Guyor ( derniére édition , tome 1I, page 267 ), un tour de cartes
assez curicux, fondé uniquement sur la théorie des combinaisons.
Ce tour a pour objet de faire trouver une carte pensée , parmi
vingt-sept, & un rang désigné. Pour cela on prend vingt-sept cartes,
,toutes différentes les unes des autres , que lon étale aux yeux
d’une personne a qui Von dit d’en penser une et d’en conserver le
souvenir dans sa mémoire ; on méle ensuite les cartes, et on les
fait méler 4 une ou plusicurs personnes de la compagnie.

On forme alors trois paquets de ncuf cartes chacun ; en posant
d’abord , dec gauche & droite, la premiére carte de chaque paquet,
la coulcur en dessous, puis lascconde par dessus la premicre, tou-
jours de gauche & droite , puis la troisitme , et ainsi de suite , jusqu'a
ce qu'on ait épuisé les vingt-sept cartes , dont la dernitre devra con-
séquemment sc trouver au-dessus du troisitme paquet , & droite.
1l faut, durant cette opération, que celui qui fait le tour soit
placé vis-d-vis de la personne qui a tiré la carte qu'il s'agit de
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deviner, 1 a soin, avant de poser chaque carte sur le paquet dont
elle doit faire partie , de la lui montrer , de manitre qu’il ne puisse
la voir lui-méme. 1l fera bien de ne point regarder cette personne,
afin qu'on ne croie pas que, lorsque la carte qu’il lai montre est
celle méme qu’elle a tirée, il s’en apercoit au jeu de sa physionomie.
Il convient aussi qu'il ne se place pas en face d'une fenétre cu
d'une lumitre, afin de ne pas donner & penser que la transparence
des cartes peut lui étre de quelque sccours.

Cela fait, il prie cette personne de lui indiquer quel est le paquet
qui renferme la carte pensée ; il pose ensuite les paquets les uns
sur les autres , sans les mcler, ayant soin de remarquer le rang
qu’il assigne 3 celui qu'on lui a désigné : ce rang ¢tant compté
du dessus au-dessous, la couleur étant toujours en dessous, comme
nous le supposons. Ces cartes étant ainsi rassemblées , celui qui les
tient recommence a faire des paquets, cxactement comme la pre—
miére fois, et avec les mémes attentions, en faisant encore la méme
question, lorsque les paquets sont terminds. 1l rassemble de nouveau
ces paquets , ayant encore l'attention de remarquer ct de retenir
le rang qu’il assigne 4 celui qui contient la carte pensde.

1l recommence enfin une troisi¢éme fois les mémes opérations ct
la méme question , ct releve de nouveau les paquets avec la méme
précaution, et deés-lors le rang de la carte pensée dans le jeu se
trouve absolument déterminé,

St donc on a sous les yeux un tableau qui présente la corres—
pendance entre les vingt-sept maniéres dont on a pu relever les
paquets trois fois consécutivement, et le rang que chaque systéme
de relévement assigne & la carte pensée, ricn ne sera plus facile
que de trouver cette carte,

L'ouvrage cité prescrit de faire construire une lunette mystérieuse,
telle qu'en y regardant on n’y apercoive que ce tablcau, qui sy
trouvera caché intérieurement. A chaque opératien, on feindra de
regarder les paquets avec cette lunctte , comme pour ticher de
discerner la carte pensée; et on en prcndra occasion de Contempler
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le tableau, et d’y lire ce qu'on a a faire, pour que cette carte se
trouve & la fin dans le jeu & la place qu’on lui aura assignée 2
I'avance.

Mais , outre qu’il n'est pas trés-commode de cacher , dans I’in-
téricur d'une lunette, un tableau assez étendu; outre la géne d’avoir
toujours cette lunette avec soi, on concoit que, soit quon la livre
aux spectatcurs, soit qu’on la leur dérobe , ce ne pourra étre sans Oter
beaucoup au jeu de ce qu’il peut avoir de merveilleux 34 leurs
yeux.

Je me propose , & la fois, ici de généraliser cette petite récréation,
et d'indiquer un moyen simple de se passer de l'usage de la lu-
nette, de maniére qu'on puisse l'exécuter partout ou I'on rencontrera

des cartes.

Soit , en général , un jeu composé de m™ cartes , toutes diflé-
rentes les unes des autres , et parmi lesquelles une personne en
ait choisi unc secrétement.

Soient faits m fois consécutivement , avec ce jeu, m paquets ,
de m™? cartes chacun , avec toutes les attentions indiquées ci-dessus.

Solent 2, , 7, , By seeens By les rangs ass?gnés successivement
au paquet indiqué comme contenant la carte choisie.

On va voir que les nombres 2, , n,, 7, ,....nm sont suffisans
pour déterminer , aprés les 7z opérations , le rang # qu’occupe dans
le jeu la carte pensée.

En effet, 1.° & la premitre opdration la carte pensée ne peut
occuper dans son paquet que le rang 1 au moins et au plus le rang
mmr,

Mais , puisqu’on n’assigne 4 ce baqnet que lerang 72, , on met donc
au-dessus de lul (2z,—1) autres paguets de m™™* cartes chacun; il
s’ensuit qu'aprés les cartes relevées, la carte peusde se trouvera occuper
dans le jeu au moins le rang (n,~1\mm*'+x:nlmm-X__(mm-:)

et au plus le rang (n,—1)m™ '4-m™ " =p n™"*,
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2.” En réformant de nouveau les paquets, on posera d’abord au
moins (n,—1)m™ ", distribudes en m paquets de (7, —1)m™ * cartes
chacun, dont aucnne ne sera la carte pensée, laquelle conséquemment
en aura au moins (7,—1,m™"* sous clle dans son paquet; tandis
gn'oa n'en pourra pas poser 72,/m™=% ¢t conséquemment 2,77~ * dans
chrque paquet, sans faire passer la carte pensée qui, en conscquence ,
en aura au plus 7,m™ *—1 au-dessons d'elle dans son paqguet;
pnis donc que chaque paquet est en tout de m™* cartes; il s'en-
sitit que cette carte occupera au moins, dans son paquct, le rang
mnt—{(n,m™t —1)= —n,m™*~4m"" 1 et au plus le rang
7" —{n, 1 )m™r =—n,m™" ™ ™,

Mais , puisqu’on assigne & c¢ paquet le rang 2, , on met donc
an-dessus de lui (2,—1) autres paquets de ™" cartes chacun;
d’ou il suit qu'apres la seconde opdration, la carte pensde occupera
dans le jeu au moins le rang (n,—1)m™ '—n mm= ™= 41
=n,mm '—n,m™ *~41, et au plus le rang (n,—1)m™"*—n,m™"*
+mm~x+mm~—z:nlmm~i~nlmm—z+mm—:.

3.2 1l suit de ld qu’en réformantles paquets, on posera au moins
dans chacun n,m™"*—n m™™3% cartes, sans avoir employ¢ la carte
pensée , mais qu'on ne pourra en poser dans chacun »,m™—?
—n,m™ 3 —4-m™3 sans avoir employé cette carte; elle aura donc,
dans son paquet, au moins z#,m™" *—n,m™ 73 et au plus n,m™"?
—n,m™ 3 4-m™=3—1 cartes au-dessous d'elle ; elle y occupera donc
au moins e rang m™ '—n,m™ " —4-n,m™ " 3—=m™ 7 34-1 , ctau plus
le rang ™= t—n,m™ " ~-n,m"™ 3,

Plais, p:dsqu’on assigne & ce paquect le rang 7, on place donc
an-deesus de lui (»y——1) autres paquets de m™ "' cartes chacun;
d'od il suit qu’apres la troisieme opération, la carte pensée occu-
pera dans le jeu au moins le rang (n,— 10 m™ = 4-m™ =t —pn m"?
s ST et =0 T —n T e T (T =),
et au plus le rang (n, —1m" " H-m" T e p T 2™
= Tt — e T3

En poursuivant le méme raisonnement , et appliquant, sil'on ne
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ne veut point se contenter de l'induction , un tour de démonstration
trés-familier aux analistes , on trouvera qu’en général aprés un nom-
bre d’opérations désigné par 2k, le rang de la carte pensée dans
le jeu scra au moins

nzkm""‘ '—n ,k_,mm*z-*—-n zk—zmm— 3,__m+nlmm—2k+ l_n‘mm‘zk_*_l ;
et au plus
Ry ™ eyt T — e
+nzmm-—zk+l__nlmm~zk+mm—-zk ;
et qu'aprés un nombre d’opérations désigné par 2k4-1, le rang
de la carte pensée, dans le jeu, sera au moins,
2oy 2T et ™ ey T

__nzmmnzk_{_n‘mm—- zk—x____(mm-dk—l__l) ,
et au plus

Ny I e 1 ™ e ™S e i e T R

Or, 1.° si m est pair et =2k , les deux premitres limites se
confondront en un seul nombre, et 'on aura

=0, m"" =N Ay T — i~ n R = 1
ct 2.° si m est impair et =2k-1, les deux derniéres limites se
confondront aussi en un scul nombre, et on aura

T=nym™  —np. oM™ m™ S — b M0, mn,
ainsi , dans 'un et dans l'autre cas, les nombres n; , 2, ,7,,....7nm
étant donnés , on pourra en conclure z.

Ainsi, par exemple, si m=4, c'est-a-dire, si le nombre total
des cartes est 256, et qu'on ait successivement assigné au paquet
qui contient la carte pensée,les rangs 3, 4, 1, 2, on aura

z=2.64—1.1644.{—34+1=126.
Si au contraire m==3 , c’est-i-dire, si le nombre total des cartes

est 27, et si, en outre, les rang assignds au paquet contenant
ta carte pensée, sont 1, 3, 2, on aura

x=2.9—3.3+1=10.
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Le probléme inverse, c'est-i-dire, ccluil ou 'en demanderait quels
rangs 7, , n, , ny y.e..., il faut assigner, a chaque operation
au paquet qui contient la carte pensée, pour qua la fin cctte carte
se trouve & un rang x ,assigné dans le jeu , n'est guére plus difficile
3 résoudre ; en veici la solution.

Divisez #—1 ou « par m , suivant que m sera pair ou im=
pair , en faisant la division en delors, dans le premier cas, ct
en dedans , dans le second, ct prenant le quotient de maniére que
le reste ne soit ni nul ni >m , abstraction taite de son signe. Ce
reste sera la valeur de #,. \

Divisez le quotient par 72 en faisant la division en dedans dans
le premier cas , et en dehors dans le second , et prenant encore le
quotient de maniére que le reste ne soit ni nul ni >m , abstraction
faite de son signe.

Continuez a diviser ainsi successivement les quotiens par m , en
faisant alternativement les divisions en dedans ct en dehors , et prenant
les quotiens tels que les restes alternativement posizifs et négalifs
ne solent jamais nuls ni >/m ; opérez ainsi jusqua ce que vous
ayez obtenu un dernier quotient qui n’excéde pas m ; alors la suite
des restes pris positivement et le dernier quotient scront les va-
leurs de », , 7, , 2, ,.....n,, .

Si, par exemple, m=4 et =126 ; en divisant en dehors 125
par 4 , on aura pour quoticnt 32 et pour reste négatif 3=n,;
divisant en dedans 32 par 4 , on aura pour quotient 7 et pour
reste positif 4=n, ; divisant en dehors 7 par 4, on aura pour
quotient 2 et pour reste négatif 1==n,; divisant enfin 2 en dedans
par 4, on aura pour quotient o et pour reste positif 2:=n,; en
sorte qu'on aura, comme ci-dessus,

n,=3 , n,=4{,n,=1,n,=2.

Si, au contraire, on a m=3 et 2=10; en divisant en dedans 10
par 3, on aura pour quotient 3 et pour reste positif 1=n,; di-
visant en delors 3 par 3, on aura pour quotient 2 et pour reste

Tom. IV, 38
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nézatif 3=n,; divisant enfin en dedans 2 par 3, on aura pour
Fal I3 ?

e
quotient o et pour reste po.smfz_-n; ; en sorte qu'on aura, comme
ci-dessus ,

T.a plus petite valeur que V'on puisse donner & m est 2-, et
alors le jeu sc joue avec quatre cartes seulement. Si l'on fait m=4,
le
un jeu de cartes ordinaire, ct il faudra avoir des cartes ou soient
peintes des figures d’hommes ou d’animaux, des Heurs ou des ftuits.
On ne rencontre pas cette difficulté en prenant m=3; ce qui porte

jeu devra avoir 206 cartes : on ne pourra donc le jouer avec
} 5

le nombre des cartes & 27 seulement, et on a de plus cet avan-
tage qu'alers les calculs peuvent étre exdcutés de téte avec facilité
et promptitude ; car on trouve

z2=r,—3n,-qn,.

Il convient pourtant de remarquer qu’d mesure .que m devient
plus grand , le tour doit paraitre de plus én plus merveilleux ;
attendu que le nombre des cartes parmi lesquelles il en faut deviner
une, croit dans un rapport incomparablement plus grand gque le nombre
des opérations ct interrogations nécessaires pour la découvrir. Si,
par excmple , on employait dix billons de cartes, lesquelles tien-
draient 4 peine dans un espace cubique de 23 metres en tout
sens , il suffirait de dix questions seulement pour découvrir la carte
pensée. C’est & peu prés de la méme maniére que dix questions
suffisent pour discerner un nombre parmi tous ceux qui sont moindres
que dix billions.

Lorsqu’on veut exécuter ce tour plusieurs’ fois de suite, il con-
vient d’en masquer lartifice en variant son dénouement de plusieurs
manidres, Ainsi, par exemple , on peut, une premiére fois , chercher
la carte pensée dans le jeu, les mains derritre, et la poser ensuite

iy
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sur la table. On peut, une scconde fois, annoncer & l'avance, et
avant méme que la carte soit pensée, le rang qu'clie cccupera dans
le jeu; ou bien on peut demander & 1'un des spectateurs de dé-
signer lui-méme le rang qu’il veut qu’clle y occupe, et ainsi du
reste.

Rien n’empéche, au surplus, que, pour micux fasciner les veux
des spectateurs, on ne fasse le semblant de s'aider d'unc lunette;
mais elle doit é&tre construite de maniére qu’on ne puisse rien voir
A travers , ou qu'on n'y voie que des caractéres ou figures ma-
giques, ou , mieux encore , des objets ou devises propres 4 punir
Pindiscrétion des curieux, 2 qui, au surplus, il conviendra de se
défendre d’abord beaucoup de la livrer.

Ce petit tour peut trés-bien étre exécutd par un homme privé
de la vue , ou qui sest fait bander les yeux , et il n'en devient
ainsi que plus merveilleux.

On peut aussi ne point toucher les cartes ; faire former succes-
sivement les paquets par un ou plusieurs des spectateurs, cn ayant
sculement chaque fois l'attention de remarquer le rang qu'on as-
signe au paquet que I'on dit contenir la carte pensée.

On pourrait enfin faire penser a la fois des cartes & plusieurs
personnes , en tenant note et dcs paquets qui les contiendraicnt ct
du rang qu'on aurait assigné chaque fois & chacun d'eux. (*)

¢(*) Dans le tome vir des Mémoires présentés & Uacadémie des sciences, on
trouve un mémoire de M. Monge sur un tour de cartes qui a quelque analogie
avec celui-ci,




